Geéométric des racines d’un polyndme a coefficients
complexes
/

/
Prérequis. Interprétation géoméirique des nombres complezes, polynémes et
Jractions rationnelles, applications lindaires.

Définitions et notations.

e Dans tout le probleme n est un entier naturel non nul. On note C,[X]
'espace vectoriel des polynémes a coeflicients complexes de degré inféricur
ou égal a n.

e Une partic A de C est dite converxe si pour tout couple (z,2z') € A?, et tout
réel t € [0,1], (1 —t)z +t2' € A. Cela signifie que pour tout couple (z,2")
de points de 4, le segment [z, 2'] est inclus dans A.

e Si P est un polynéme complexe, on note Z(P) l'ensemble des racines
complexes de P.

Introduction. Le théme central du probléeme ecst de localiser, pour un poly- .

nome P de C[X], les racines de P’ par rapport auz racines de P. Le premier
résultat dans ce sens est le théoréme de Gauss-Lucas de la partie II. Le
théoréme de Laguerre de la partie IV en est une généralisation qui sert dans
V a prouver le théoréme de Grace, lui-méme utilisé dans VI,

PARTIE 1. Enveloppe conveze d'une partie de C.

1. Montrer que I'intersection d’une famille (Ai)ies de parties convexes de C
est une partie convexe (éventuellement vide) de C.

2. Soit A C C. On note £ ’ensemble des parties convexes contenant A et on
pose C(A) = D X. Montrer que C(A) est la plus petite partic convexe,

Xer
au sens de l'inclusion, qui contient A. On dit que C(A) est ['enveloppe

conveze de la partie A.

Soit A C C non vide. On note B(A) I’ensemble des barycentres & coefficients
positifs d’éléments de A, c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes z pour
lesquels il existe p € N*, ay,... yvap dans A et 1y,...,t, dans Ry tels que
byl 4oty =1et z=tiag 4+ + tyap,.

3. Soit A C € non vide. Montrer que A C B(A) € C(A). Prouver ensuite
que B(A) est convexe, et en déduire que B(A) = C(A).

PARTIE I1. Le théoréme de Gauss-Lucas (1874).

Soit P = X"+ ap X" 1o b € Cr[X]. On écrit Z(P) = {z1,... ,2,)}
I'ensemble des racines distinctes de P et pour tout £ on note cy 'ordre de
multiplicité de la racine zy.

N
1. Décomposer en éléments simples la fraction R

2. Soit z une racine de P’ n'appartenant pas & Z(P). Montrer qu’on a

P

M ai(z — i) -0,
_N [N-‘_m

i=1

In déduire que z est barycentre & coefficients strictement positils des z;.
3. Montrer que Z(P') c C(Z(P)) (théoreme de Gauss-Lucas). En déduire
en particulier que si D est un disque fermé de C contenant Z(P), alors D
contient aussi Z(P’).
4. On prend comme exemple P = X3 — X2 — X 4 4. Déterminer Z(P),
Z(P'). Représenter dans le plan complexe 'enveloppe convexe de Z(P)
et vérifier le résultat de la question 3.

PARTIE III. Dérivée polaire par rapport a un point.

N '

Soit £ € C. On considére 'application Aen qui a tout polynéme P ¢ CnL[X]
associe le polynéme A¢ ,(P) = (€ — X)P'(X) +nP(X) appelé dérivé polaire
de P par rapport a &.

L. Montrer que Ag,, est une application lingaire de Ca[X] dans C,,_, [X].
2. Calculer les coefficients de Ag,n(P) en fonction de ceux de P.

A et - 0 | 1 r P a
3. On écrit P = Crao + Clon X + --. 4 ClanX™ et on écrit de méme
n—

Aen(P) = Ml)\ Ch_ b X", Exprimer les by a I'aide des ay;.
k=0
4. En décluire le noyau et I'image de Aen.
PARTIE IV. Théoréme de Laguerre.

mom.e P e C,[X] de degré n et D un disque fermé de C contenant toutes les
racines de P, Soit ¢ un complexe n'appartenant pas a D.

1
z2=¢

1. Montrer que I'image de D par l'application z —
fermé D’ de C. i
2. Soit R(X) = P(X) d il exi )
. X) = X =) Calculer R'. Montrer qu'il existe un unique

est un disque

polynéme Q € C[X), dont on précisera le degré et les coeflicients, tel
que: .

R(X)=Q 1

X -¢
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